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摘 要 将矩形和三角形 B zier 曲面的基于直线的细分推广到基于曲线的细分.运用多项式曲线细分矩形和三角
形 B zier 曲面,并以参数变换和多项式开花为工具, 计算出细分后每个子曲面片的 B zier 控制顶点. 曲线细分使细
分方式的选择更灵活, 细分后的子曲面片及其边界的形状更丰富多彩,而且该方法能推广到有理情况.
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Abstract T he subdivision o f rectang ular and triangular B zier surfaces is g eneralized f rom w ith line
to w ith po lynomial curve in domain. By using o f parameter t ransformat ion and blossoming of
po lynomial, each subpatch s B zier co nt ro l points are evaluated. The subdivision method based on
curve m akes mor e choices for the sty le of subdiv ision and the shape of the subpatches and their sides.
This metho d is also w or king for rat ional cases.
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在 CAD& CG中, B zier 曲面占据着重要的基
础性地位,有关它的研究内容已相当丰富 [ 1 2] . 曲面
的细分在图形显示、计算、设计等方面有着重要的理
论和实际应用价值, 有关 B zier 曲面的细分也已有
很多有意义的成果. 如按对定义域的细分, 将矩形
B zier曲面细分成多个子矩形片[ 3 4]、三角片 [ 3, 5]、子
梯形片
[ 5]






















域上能表达成显式 v = f ( u)的这类曲线(对能表达
成 u= f ( v)的多项式曲线可以依此类推) , 其中 f 是
多项式函数.
设有矩形B zier 曲面 R( u, v)和三角 B zier 曲面
T( u, v ) ,分别定义在参数平面 u v= 2 的子矩形
域 D 1( u, v ) = { ( u, v ) | 0 u, v 1}和子三角域
D 2( u, v) = { ( u, v ) | 0 u, v 1, 0 u+ v 1}上,曲
线 C: v= f ( u)是 2上的一条多项式曲线, 且曲线 C
将D 1( u, v)和 D 2( u, v)细分成多个(2个或以上)子









例 1. 如图 4所示, D 1( u, v)和 D 2( u, v )被多项
式曲线细分成多个相应的子区域.
记上述任意一种子区域为 D( u, v) , 并统一地
把围成 D( u, v )的上部曲线记为 v= f ( u) ,下部曲线
为 v= g( u) , u  [ a, b] .引入参数变换 : D( s, t ) !D
(u, v ) ,
u = u( s, t ) = L ( s)
v = v( s, t) = f ( L ( s) ) t + g( L ( s) ) (1- t)
(1)
其中, L ( s) = (1- s) a+ sb, D( s, t )= [ 0, 1] [ 0, 1] .
定理 1. 映射式( 1)将曲边四边形、曲边三边形
和曲边两边形区域变换到矩形域 D( s, t )= [ 0, 1]
[ 0, 1]上,并且对曲边四边形区域, 该变换是正则参
数变换;对曲边三边形区域, 该变换有奇异点集 s=
0或 s= 1; 对曲边两边形, 该变换有奇异点集 s= 0
和 s= 1.
证明. 因为 f ( u) , g( u)都是多项式函数, 易知
是连续可微映射,且将边界映向边界,区域内部映
向区域内部,所以该参数变换将上曲边多边形区域
变换到矩形区域 D( s, t)= [ 0, 1] [ 0, 1] . 又因为
J =
 ( u, v)




 s f ( L ( s) ) - g( L ( s) )
=
( b- a) ( f ( L ( s) ) - g( L ( s) ) ) ,
1) 对图 1所示曲边四边形, 由于 f ( L ( s) ) >
g( L( s) ) , s  [ 0, 1] , 所以 J> 0.因此 是正则参数
变换.
2) 对图 2 a, 2 c所示的曲边三边形, 由于
f ( L ( s) ) > g ( L ( s ) ) , s  [ 0, 1) , f ( L ( 1 ) ) =
g( L( 1) ) . 此时, 边界 s= 1 是奇异点; 对图 2 b, 2 d
所示的曲边三边形,由于 f ( L ( s) ) > g ( L ( s) ) , s  
(0, 1] , f ( L ( 0) ) = g ( L (0) ) . 因此边界 s= 0 是奇
异点.
3) 对图 3所示的曲边两边形, 由于 f ( L ( s) )>
g( L( s) ) , s  (0, 1) , f ( L (0) )= g( L (0) ) , f ( L (1) )=




( Blossom ing)这一工具, 方便地求取定义在每个子




B zier 和 B spline曲线曲面的几乎所有性质和算法
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都可以统一在 Blossom ing 这一工具下进行研究, 深
入应用 Blosso ming 原则已成样条研究领域的共
识[ 1] , 多种关于曲线曲面几何造型方面的专著都已
将理论框架直接建立在 Blosso ming 原则之上 [ 2, 4] .
关于 Blossom ing 的详细原始文献请参考文献[ 9] .
本文要运用到关于 Blossom ing 的 2条重要结论, 这
里直接引用已有的 2个定理
[ 4]
. 定理 2 是如何构造
二元多项式在矩形域上的 Blossom ing ;定理 3介绍
Blo sso ming 的 对 偶 泛 函 性 质, 即 如 何 运 用
Blo sso ming 计算多项式的 B zier 系数( B zier 控制
顶点) .
定理 2. 二元多项式在矩形域上 Blo sso ming 的
生成.
图 5 矩形 B zier 曲面的曲线细分
对二元双( m, n)次多项式
P ( s, t) = ∀





, 0 i m, 0 j n ( 2)
其在矩形域上的 Blo sso ming 为
b( s1 , #, sm; t1 , #, tn) =
∀
( i, j )
cij bij ( s1 , #, sm ; t1 , #, tn) ( 3)
其中
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这里 M = {1, 2, 3, #, m } , N = {1, 2, 3, #, n} .
定理 3. Blossom ing 的对偶泛函性质.
对定义在矩形域[ a, b] [ c, d]上的二元双( m,
n)次多项式曲面片式( 2) , 该曲面片的 B zier 系数
P kl为
Pkl = b( a, #, a
m- k
, b, #, b
k
; c, #, c
n- l




本节以第 1, 2节提供的参数变换和 Blossoming
为工具,给出解决本文提出问题的算法步骤.
问题 1. 给定定义在 D 1( u, v)上的矩形 B zier
曲面 R( u, v)或定义在 D 2( u, v)上的三角 B zier 曲
面 T ( u, v) , uv 平面上多项式曲线C : v= f ( u)细分
D 1( u, v)或 D 2 ( u, v)成多个形如图 1, 2, 3 的子区
域,设 D(u, v)是其中任意一个子区域, 求定义在该
子区域上的子曲面片的 B zier控制顶点.
算法 1. B zier曲面细分算法
Step1. 运用参数变换式(1)将 D( u, v )重新参数化到矩
形域 D( s, t) .
Step2. 函数复合得 P ( s , t) = R( u ( s, t) , v ( s, t) ) (或=
T ( u( s, t) , v( s, t) ) ) .
Step3. 运用式( 3)生成 P ( s, t) 的 Blo sso ming b( s1 , #,
sm ; t1, #, tn ) .
Step4. 运用式(4)生成 P ( s, t)的 B zier控制顶点
Pk l = b( 0, #, 0
m- k
, 1, #, 1
k
; 0, #, 0
n- l
, 1, #, 1
l
) .
例 2. 给定双(2,1)次矩形 B zier曲面 R( u, v)=
{2u, 2v, 2u- 2u
2
} , 如图 5 a所示,其定义域[ 0, 1]
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6u3 ,图 5 c 所示曲线 v = u3 , 图 5 d 所示曲线 v =
- 3u2+ 3u, u  [ 0, 1]细分. 曲面相应地被细分成
图 5 e, 5 f, 5 g 所示图形.每张子曲面片都是双( 3, 1)
次 B zier 曲面, 相应的 B zier 控制顶点分别如下,
且均按 { P00 , P10 , P20 , P30 , P01 , P 11 , P 21 , P 31 }顺序
排列:
图 5 e黑色: ( {0, 0, 0} , {2 3, 0, 2 3} , {4 3,
0, 2 3} , {2, 0, 0} , { 0, 1, 0} , { 2 3, 3, 2 3} , {4 3,
- 1, 2 3} , {2, 1, 0} ) ;
图 5 e白色: ( {0, 1, 0} , {2 3, 3, 2 3} , {4 3,
- 1, 2 3} , {2, 1, 0} , { 0, 2, 0} , { 2 3, 2, 2 3} ,
{4 3, 2, 2 3} , { 2, 2, 0} ) ;
图 5 f黑色: ( {0, 0, 0} , {2 3, 0, 2 3} , {4 3,
0, 2 3} , {2, 0, 0} , { 0, 0, 0} , { 2 3, 0, 2 3} , {4 3,
0, 2 3} , {2, 2, 0} ) ;
图 5 f白色: ( {0, 0, 0} , {2 3, 0, 2 3} , {4 3,
0, 2 3} , {2, 2, 0} , {0, 2, 0} , {2 3, 2, 2 3} , {4 3,
2, 2 3} , {2, 2, 0} ) ;
图 5 g 黑色: ( {0, 0, 0} , {2 3, 0, 2 3} , { 4 3,
0, 2 3} , {2, 0, 0} , {0, 0, 0} , {2 3, 0, 2 3} , {4 3,
10 3, 2 3} , {2, 0, 0} ) ;
图 5 g 白色: ( {0, 0, 0} , {2 3, 0, 2 3} , { 4 3,
10 3, 2 3} , {2, 0, 0} , { 0, 2, 0} , { 2 3, 2, 2 3} ,
{4 3, 2, 2 3} , {2, 2, 0} ) .
例 3. 给定图 6 a 所示的 2 次三角 B zier 曲面
T ( u, v)= {3- 4u+ u2 - 4v + 2uv + v 2 , 3- 6u +
3u2- 4v + 6uv + 5v 2 , - 4 + 8u- 7u2+ 8v- 8uv-
6v
2






细分,曲面相应地被细分成如图 6 c 所示. 2张子曲
面片都是双(4, 2)次 B zier 曲面, 相应的 B zier 控
制顶点分别如下, 且均按{ P 00 , P10 , P20 , P 30 , P40 ,
P 01 , P 11 , P 21 , P 31 , P41 , P02 , P12 , P22 , P32 , P 42 }顺序
排列:
图 6 三角 B zier 曲面的曲线细分
图 6 c黑色: ( {3, 3, - 4} , {2, 3 2, - 2} , {7 6,
1 2, - 7 6} , { 1 2, 0, - 3 2} , { 0, 0, - 3} , { 5 2,
5 2, - 3} , {21 16, 15 16, - 3 4} , {5 8, 3 8, - 1 2} ,
{1 4, 1 4, - 3 2} , { 0, 0, - 3} , { 33 16, 37 16,
- 19 8} , { 3 4, 1, - 1 4} , {1 4, 13 12, - 5 6} ,
{0, 1 2, - 3 2} , {0, 0, - 3} ) ;
图 6 c 白色: ( { 33 16, 37 16, - 19 8} , { 3 4,
1, - 1 4} , {1 4, 13 12, - 5 6} , { 0, 1 2, - 3 2} ,
{0, 0, - 3} , {3 4, 7 4, - 1 2} , {3 8, 7 4, - 5 8} ,
{1 8, 29 24, - 5 6} , {0, 1 2, - 3 2} , { 0, 0, - 3} ,
{0, 4, - 2} , { 0, 5 2, - 1} , {0, 4 3, - 5 6} , { 0,
1 2, - 3 2} , {0, 0, - 3} ) .
4 结 论




曲面片的 B zier控制顶点.借助文献[ 10]中介绍的
Grassmann 坐标, 本文方法很容易推广到对有理
B zier 曲面的曲线细分, 而且细分曲线可以是有理
曲线.
另外, 本文中将细分后的每个子曲面片都以矩
形 B zier 曲面片的形式表示出来. 实际上, 有的细
分后的子曲面片本质上是三角 B zier 曲面片(例如
图 5 f , 5 g 的黑色部分, 图 6c) ,在需要把它们表示成
三角 B zier曲面片的情况下,可以借助文献[ 11]的
方法.
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